l. INTRODUCERE

.1 MODELUL MATEMATIC : DEFINITIE, CLASIFICARE

Modelul matematic al unui sistem este un ansamblu detiietaatematice,
ecuaii si inecuaii, care caracterizeaza descriu interdependezie dintre parametrii
constructivisi functionali ai sistemului. Prezeam inecugilor in model se datoreaz
unor restrigi cu caracter fizico-chimic, tehnologic sau couostiv.

Modelarea matematiceste utii in toate fazele de dezvoltare ale unei
tehnologii, ea aducand cu sine o serie de avaotate[3]: aprofundarea cungerii si
intelegerii procesului (trebuiesc luate Tn consideisseverre complexe cauizefect,
interdependeele dintre variabile), proiectarea optimal instala@ilor (dimensionarea
utilajelor si evaluiri ale parametrilor pe baza datelortiobite pe instald pilot,
studiul efectelor modifirilor in dimensiuni, structura optima fluxului tehnologic,
etc.), optimizarea explaati instalgiilor in functiune, controlul optimal, etc.

In construgia modelului se adoptin general, o linie de compromis intre cggia
legate de o descriere rigur@aa procesului (ecuid complexe)si posibilitatile de
simulare numeric Nu este necesar ca modelil constituie o descriere extrem de
amanunita a mecanismelor reale din sistem. El trebdiaiba gradul de complexitate
minim cerut de scopul pentru care a fost consttati. cateva dintre problemele care
se pot pune la elaborarea unui model matematic[1] :

B este necesardescrierea interdependendintre variabilesi in regim dinamic sau
este suficierit descrierea in regim si@nar?

B ce considend tehnico-economice trebuie avute n vedere?

B cum se pot folosi cugtintele care le avem despre progesum se pot dobandi
cungtintele care ne lipsesc?

B care va fi criteriul de apreciere a catitmodelului?

B cum pot fi simplificate relgile?

In ceea ce private clasificareg exisa mai multe criterii utilizabile: forma
ecuaiilor (liniare — neliniare, parametri concernira parametri distribui), gradul
de cunostere al parametrilor modelului (deterministe — ciedarui parametru
sau variabile independente i se poate atribui oaral bine defini; stohastice —
parametri sau variabile ale procesului au valatare se pot exprima doar
probabilistic).
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Din punct de vedere al modului de deducere akifleladintre variabile, se

deosebesc uritoareletipuri de modele [2,5]:

B modele analitice, bazate pe eguae conservare. Ele se b prin scrierea
ecuaiilor de bilart (magi, energie) pentru intregul reactor sau o tipoe
infinitezimala a reactorului (funge de tipul acestuia) ;

B modele statistice (numitg empirice) - bazate pe corelarea datelor experiaten
forma ecudilor poate 4 nu fie Tn legatut cu semnificgéa fizica a variabilelor care
caracterizeaz procesul iar domeniul de valabilitate al modeluta rezura la
domeniul Tn care au fost modificate variabilele.

B modele stohastice - sunt utilizate pentru sita care o descriere probabilistic
este mai aproape de comportareairagbrocesului. Exemple tipice sunt procesele
in care trebuie luat Tn considerare distritia duratelor de stenare sau
distribuia varstei particulelor.

In multe cazuri, deducerea modelului se realizaaixt : pe baza retalor
dintre variabile se stabije structura modelului iar prin prelucrarea stetisa datelor
experimentale se gh coeficienii din ecuaii.

Figura 1.1.1 rele¥ corelarea dintre cugtintele analiticesi cele obinute pe
baz de experiment in elaborarea modelului matematic [1

Pe baza legilor fizico-chimice care guverriepmcesul, se stabiiee structura
modelului (forma ecuslor care descriu reldle dintre variabilele procesului). In
cazul in care structura este prea complesntru scopul pentru care a fost construit
modelul, se trece la liniarizargareducerea ecti#lor cu derivate parale. O astfel de
necesitate poate apare in cazul conducerii pragiesul calculatorul : ddc se
utiizeazz un model prea complex, calculatorul ar pierde prealt timp cu
soluionarea ecudlor, soluia fiind okinuta prea tarziu, in proces putand avea loc
ntre timp alte evolutii.

Liniarizarea se poate face prin dezvoltarea gitarain serie Taylor-Lagrange
in jurul punctului de funionare norma. Reducerea se poate realiza prin scrierea
unor ecudi de bilant pe zone ale utilajului (de exemplujidngul coordonatei axiale),
fiecare ecuge cu derivate paiale fiind transformat intr-un sistem de ectia
diferentiale ordinare.

Coeficienii ecuaiilor se vor determina prin prelucrarea datelortimlte
experimental. Datele experimentale trebuiesc sumadntai unui proces de validare
in vederea elimiirii seturilor care au fost afectate de erori (ifohégea bilanurilor de
materialesi termic — Tn cazul in care este vorba de reginationar, teste statistice).
Pe baza structurii stabilite pentru egilea modeluluisi pe baza datelor experimentale
validate, se trece la determinarea parametriloretubai: prin estimare se urdreste
ca diferenta Tntre valorile &rimilor de iesire in cazul procesukiimodelului 4 fie cat
mai mici. Se folosesc criterii de eroare cum ar fi eroanedie fatratica. Un astfel de
model este valabil doar in limitele in care au fosdificai parametrii.
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.2 MATLAB : NOTIUNI DE BAZA

MATLAB este un mediu de programare bazat pe aperaupra tablourilor
(vectori si matrici), de undg numele (« MATrix LABoratory »). Elementul de liaz
in programare este matricea, fapt ce face din MABLuk puternic mijloc de calcul
numericsi de reprezentare grafi¢operatori matriciali, programare simplifiggientru
rezolvarea sistemelor de egdudiniare si neliniare, mari faciliti de reprezentare
grafici, etc. ). Akturi de fungiile elementare de baZztrigonometrice, expongala,
logaritm, etc.), peste 500 de fuispeciale (statistica si analiza datelor, solveee
ecuaii liniare si difereniale, transformata Fourier ragidetc.) sunt la dispoga
utilizatorului.

MATLAB include si aplicgii specifice numite TOOLBOX-uri. Acestea sunt
coledii de fisiere de tip «funge », cu extensie «.m », dedicate reZolvunor
probleme inginergi specifice : comunia#, controlul sistemelor, analiza in domeniul
frecvenelor si identificarea sistemelor, analiza financiaragita fuzzy, analiza
spectrad, procesarea imaginii, control predictiv dumodel, micro-analizai sinteza
pentru control robust, analiza infortie geografice, biblioteca « Numerical
Algorithms Group - NAG Foundation» , analigavizualizarea datelor, tele neurale,
optimizare, ecui cu derivate pafale, proiectarea sistemelor de control, control
robust, procesaresi tratarea semnalului, futic « spline », matematica simbadlic
statistid, etc.

SIMULINK este o ali optiune care poate completa MATLAB in vederea
schimkrii complete a interfei utilizator — limbaj de programare : el se bazeae
utilizarea schemelor bloc pentru modelarea sist@naégnamice.

Faa de alte limbaje de programare utilizate in ingeMATLAB pare &
aiba avantaje incontestabile atat din punct de vedereadizirii de aplicaii specifice
si de studii de caz c&§i din punct de vedere al utiigi aplicdiilor standard
achiztionate cai « toolbox-uri » ; rutinele caginute in toolbox-uri pot fi gor incluse
in alte aplicéi. Deci exish atat un nivel la care utilizatorul se ggtsefoarte aproape
de ecudi si de soluia lor numeriéd (ceea ce permite un bun contgdlo mare
manevrabilitate a apligi@i cu un efort mai mic din punct de vedere al paogirii)
dar si un nivel la care se poate rane departe de sala numeri@ a ecudilor
(SIMULINK).

Acestea sunt motivele pentru care autorii au queatru MATLAB Tn vederea
realizirii aplicaiilor din acest volum. In cele ce urméase prezirit un minimum de
imformatii necesare pentru a putea realiza primele ajlicaacest modern mediu de
programare.
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1.2.1 Variabilele in MATLAB.

- Trebuie & Tnceag cu o litei; MATLAB face o diferemiere intre literele
marisi cele mici (Cost, COST, cost, coST sunt variabiferite);
- Lungimea cuvantului : 19 caractere( restultsgnorate); nu este perniis
folosirea semnelor de punctigin interiorul unui cuvant ce reprezirdg variabik ;
- Variabile speciale utilizate de MATLAB:
- «ans » - rezultatul unui calcul,
-« pi» - raportul dintre perimetrgi diametrul cercului = 3.14..,;
- «eps» - cel mai mic ndmcare, adunat la 1, créamn nunar in
virgula mobila mai mare decét 1 ;
- «inf» - infinit( ex.: 1/0);
-« NaN » - not a number( ex. 0/0);
- «iw»sau « j»=radical din -1, adicde la numerele complexe;
- «realmin »i « realmax » - cel mai mig respectiv cel mai mare ndim
real pozitiv utilizabil.
- Formate de afare a numerelor:
- format short - patru cifre dupirgula ex.: 35.3482 - este
forma standard,
- format longfisare pe 16 pozitii ex.: 35.34822154352415;
- format shor 8 digii plus exponent ex.: 3.5348e+01;
- format longlé digii plus exponent ex.:
3.534822465369841e+1;
- format ratcrigre sub forr de fragie ex. : 215/6;
- alte formate : hex - hexazecimal; bagldigiti dupa virguls;

1.2.2. Operaii matematice asupra scalarilorsi functii elementare

Expresiile sunt evaluate de la stdnga la dreagihzandu-se priorittile

cunoscute: puteri, inmtide si Tmpartire, adunarei scidere.

- adunare = "+" ex.: 5+3;

- s@dere = "-" ex.: 5-3 ;

- inmutire = "*" ex.: 5*3 ;

- Impartire = "/" sau "\" ex.: 5/3 sau 3\5 NOTA: 5/3=3\%" reprezin& impartire la
sténga.

- putere = "N" ex.: 53

Pentru a modifica ordinea opgitar, se folosesc paranteze. Exemplu:

5*((3+5)"2-7%(8-2)/5)-2.
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Functii elementare:Elementary math functions.

- Trigonometrice (NOTA: pentru futite trigonometrice, unghiurile sunt
exprimate in radiani) :
-sin(x) - sinus ;
-sinh(x) - sinus hiperbolic ;
-asin(x) - arcsinus (invers sinus) ;
- asinh(x)— arcsinus hiperbolic (invers sinus hiperbolic) ;

Pentru celelalte funic trigopnometrice, simbolurile sunt :

- grupul cosinus cos, cosh, acos, acosh
- grupul tangeri : tan, tanh, atan, atanh
- grupul cotangerit: cot, coth, acot, acoth
- grupul secant: sec, sech, asec, asech
- grupul cosecadt: csc, csch, acsc, acsch
- alte fundi elementare :
- exp(x)- € (« e » - baza logaritmilor naturali) ;
- log(x) - logaritm natural ;
- log10(x)- logaritm zecimal ;
- sgri(x)- radical din x ;
- abs(x)- valoarea absolaia lui x ;
- fundii referitoare la numere complexangle, conj, imag, real;
- fundii pentru aproximarea numerelare(l, rem, rat, signetc.).

1.2.3. Operatii asupra vectorilor si matricilor.

Daci un tablou de variabile aresezate elementele in linie, vorbim de un
vector linie; Tn cazul Tn care acestea sumizate in coloat) vorbim de un vector
coloari. Daa elementele suntsazate atat pe linii cdi pe coloane, vorbim de
matrici. Un vector linie se poate introduce elenmmnelement:

a=[1358-20]
In acelai mod se poate introducg un vector coloaf( trecerea de la o coloata
alta este marcaprin « ; »):
b=[1;3;5;8;-2; 0]
Trecerea dintr-o foriin alta se poate realiza prin operatorul de tramsge « ' »:
a=b
NOTA: «.'» reprezidt transpunerea iar «'» repreZinfranspunerea complex
conjugatei; pentru numere reale, celedloperaii sunt identice.
In cazul vectorilor de mari dimensiuni, eXist serie de alte posibiiii:
a=0:0.1:1
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va creea un vector care incepe cu elementul Oitoamele elemente fiind
incrementate cu 0.1 p&ta atingerea valorii 1.
a=(0:0.1:1)*pi
va inmuti fiecare element al vectorului precedentmsu3.14....
Se pot utilizgi instruaiunile linspacssi logspace aror forma este:
- linspacéprima valoare, ultima valoare, nédnde valori) ;
- logspacéprimul exponent, ultimul exponent, nénde valori).
Exemplu a=linspace(0,1,11)
Alte modalititi de a crea tablouri de variabile :
- a=1.5, b=1:2:9, c=[a b]
va crea vectorulc=[1234513579].
-d=[a(1:2:5) 10 1]
va crea vectorul linie : d=[13510 1]
Adresarea elementelor este foarte fad(3) fiind al treilea element, adica 5,
d(3:6) fiind al treilea,...,adaselea element al vectorului.

Introducerea matricilor este asaritoare. Matricea:
1 2 3

a=|4 5 6
7 8 9

se poate introduce n uftoarele forme :
a).a=[123;456;789]
b). a=[12 3
456
789]
Adresarea elementelor matricii este a&®@itoare cu cea pentru tablouri:
- a(2,3) repreziaun element din linia 2, coloana 3 adica 6 ;
- a(l1,:) repreziatoate coloanele din linia 1, adielementele 1 35 ;
- a(:,2) repreziattoate liniile coloanei 2, adic34 5 ;
- a(:) rearanjeazmatricea intr-un vector coloanpreliind elementele coloén
dupa coloari.
MATLAB dispune de mari faciliti de manipulare a matricilor. ind ca baz
matricea "a" prezentatnterior, opele:
a(3,3)=0, a(2,5)=1
va Tnlocui elementul din coloanasidlinia 3 cu 0, va modifica dimensiunea matricii
la 3 linii si 5 coloane, elementele adyate dar nedefinite fiind considerate O:

QD

I
ST N
© U N
c o w
o o o
o r o
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Instrugiunea( referitoare la matriceafiaiia de dimensiune 3/3):
b=a(3:-1:1,:)
va crea matricea b prin luarea liniilor matreiin ordine inveis
7 89

b=|4 5 6
123

Instrugiunea( referitoare la matricea « a »tialii de dim. 3/3si b de mai sus):
c=[a b(,[13])] o _ o _
va crea 0 matrice "c" prin alipirea la matrice& & coloanelor 3i trei ale lui "b":

Extragerea unei matrici dintr-o matrice @at
d=c(1:2,3:5)
are drept rezultat:
q =[3 7 9}
6 4 9
Dac rezultatul unei instruuni este constituit din dd@uvalori (sau mai multe),
valorile sunt metionate intr-un vector:
Instru¢iunea :
s=size(c)
va avea drept rezultat :
S=
3 5
Dimensiunile matricii se pot afta astfel:
[linii coloane]=size(a)
cu rezultatul:
linii=
3
coloane=
5
Operatorii relgionali se pot folosisi n cazul matricilor. Ei compérdoui
matrici element cu element creaz( returneaz) o matrice de acelgiadimensiuni
avand elementele egale cu 1 acolo undeiaetste adevar@agi O unde ea este fals

Exemplu. Vrem % aflam elementele matricii x mai mari Tn valoare absolut
decéat 2 :

x=[1-13;2-31;214];
y=abs(x)>2
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Se oltine rezultatul:
001

y=/0 1 O
0 01

Instrugiunea find permite identificarea elementelor unei matrici ecar
indeplinesc o anundittondiie. Exemplu (cu referire la matricea x defirginterior):
[i,j]=find(abs(x>2))
are drept rezultat:
i=
1 2 3
j:
3 2 3

Alte operai asupra matricilor:
- dad v este un vector,
a=diag(v)
va crea 0 matrice diago#ialu vectorul v pe diagoril
- dad a este o matrice,
v=diag(a)
va crea un vector format din elementele de pgaiala matricii a;

O matrice se poate rearanja pe alte dimensiuajutorul instrugunii reshape

a=[1231
4561
7890];
b=reshape(a,4,3)

are drept rezultat( elementele se preiau pe nejoa

NONOA P
o w o O
O B = ©

Cateva matrici speciale se pot genera prin ingtmicsimple. Exemplu :
x= zeros(3) , y= ones(2,3) , z= eye(3)
au drept rezultate:
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000 100
111

x=/0 0 0 y{lll} z=[0 1 0

000 001

Operatii asupra tablourilor :

Fie a=[a & ..... al, b=[by b, .... k], si c un scalar c=[c] ; opetia posibile Tn
MATLAB si semnificaia lor :

- adunarea unui scalar a+esga... a+cl ;

- Tnmutire cu un scalar a*c=[& .... a*C] ;

- adunarea a dotablouri atb=[feb; ... atb] ;

- inmulrea a doa tablouri a.*b=[&b; ... a*b,] ;

- impirtire la dreapta, element cu elem. a./biga.. a/by) ;

- impirtire la stanga, elem. cu element a.\bbfa.. a\by) ;

- puteri a."c=[Ac ... &c];
c.Ma=[cha... ¢"q] ;
a.“b=[g'b, alby] .

Algebra liniar a si matrici

Rangul, determinantul, transpuganversa unei matrici pot fi evaluate prin
cate o simg instrugiune.
Exemple:
- calculul rangului matricii a:
r=rank(a)
- calculul determinantului:
delta=det(a)
- In cazul transpusei, pentru cele care nu slcituite din nr.
complexe:
b=a.'
- da@ a este complexa, se poate calcula transpusa comple
conjugatei:
b=a'
- calculul inversei:
b=inv(a)
Operatorii * , /, \ (ultimii doi semnificand rdgirea) sunt fologi Tn sens
matricial.
Deci, pentru inmtirea a doa matrici se utilizeaz operatorul " * *:
c=a*b
unde a este 0 matrice m*n, b o matrice n*p iatritea ¢ va avea dimensiunile n*p.
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Operatorul \ este un operator deosebit de putesoictia aleag pentru imgrtire si
deci pentru soltionarea unui sistem de eciidiniare depinzand de forma matricii a.
Operatorii \si / sunt echivaleti. Pentru a soltiona sistemul:
a*x=b
se poate scrie:
x=a\b, x=inv(a)*b.
Exemplul 1.2.1 :sa se soltioneze sistemul de ediia

X +2[x,+05[x; +3[x, =9
050 + 05K, + X, + %, =45
20 +X, - X +2[%, =4
05K — X, + X, —3%, =-25

(1.2.1)

latd secvera de program prin care se poate realiza acest iIndvlATLAB :

a=[12053;050511,21-12;05-11-3];
b=[9;4.5;4;-2.5];

x=a\b;

disp('sol.sist=");disp(x) ;

[.2.4. Comenzi pentru exectii secvertiale

Pentru executarea repdtatunor secvee de calcul, se pot utiliza buclele for
si while iar pentru luarea unor decizii in cursullccéului structurile if ... else.

Structura ciclului " for":
for k = tablou
bloc de instruguni ( se utilizeaz pentru indexare k)

end
Exemplul 1.2.2 53 se calculeze sinussil cosinusul unghiurilor 0,10, .... 90

de grade. Programul :

for k= 1:10

alfa(k)=(k-1)*10;
end;
alfarad=alfa.*(pi/180);
sinalfa=sin(alfarad);
cosalfa=cos(alfarad);
disp(‘'valoarea unghiului');disp(alfa);
disp(‘sinus de alfa=");disp(sinalfa);
disp('cosinus de alfa=");disp(cosalfa);
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Secverm de program de mai sus va calcula mai intai, rpuntciclu « for »,
elementele vectorului linie alfa , unghiurile fiiestprimate Tn grade ; Uritoarele trei
linii de program calculedzvectorul alfarad (unghiurile exprimate in radiagi)apoi
cei doi vectori linie care cgim valorile sinusuluki cosinusului unghiurilor (sinalfgi
cosalfa). Instrugunea «disp» (display) afjeaz rezultatele pe ecran: ea opeteaz
doar asupra unei singure variabile (scalar saotlir ceea ce este marcat intrealou
apostroafe se tijpeste Tntocmai.

De remarcat faptul c functile elementare operea si asupra
tablourilor !

lati rezultatul acestei secvwen de program (variabilele sgdite 1n
formatul « short »):
valoarea unghiului

0 10 20 30 40 50 60 78 90
sinus de alfa=
Columns 1 through 7
0 0.1736 0.3420 0.5000 0.64287660 0.8660
Columns 8 through 10
0.9397 0.9848 1.0000
cosinus de alfa=
Columns 1 through 7
1.0000 0.9848 0.9397 0.8660 0.76606428 0.5000
Columns 8 through 10
0.3420 0.1736 0.0000

NOTA : Programele realizate sub MATLAB se redactead fie In fereastra de
comenzi, situaie in care fiecare linie de program este executatimediat ce se
tastea « enter », fie In fgiere cu extensia « .m », caz in care programul este
rulat la tastarea numelui fisierului in fereastra de comenzi. Da& o instructiune
nu se termim prin punct-virgul a, « ; », rezultatele sunt akate imediat ce linia
este executat.

Alte exemple de structuri for.

Casi Tn alte limbaje de programare, se pot realizacstri "ciclu in ciclu™:

n=10;m=5;
for k1=1:n
for k2=1:m
c(k1,k2)=sin((k1+k2)/(n+m)*pi);
end;

end;
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Incrementul poate aveavalori negative:

n=10;

disp('k In=") ;

for k=n+2:-1:n/2
lognat(k)=log(k);
disp([k lognat(k)]) ;

end;

Ciclul "while"
Structura:
while expresiel operator_relanal expresie2
bloc de instruguni
end;
Operatorii reldonali sunt:
== egal; >= mai mare sau egal; <= mai micesgal;
~= diferit; < mai mic; > mai mare.
Instrugiunile din ciclu sunt executate atat timp céat raplodintre expresiile 1
si 2 este adetrat.
Exemplul 1.2.3 si se calculeze®8® pentrua=0, 10, ...,90:

alfa=0; dalfa=10;

disp(‘alfa  exp(sin(alfa))’) ;

while alfa<=90
expsinalfa=exp(sin(alfa)) ;
disp([alfa expsinalfa)) ;
alfa=alfa+dalfa ;

end;

Structura if ... else... end:

if expresie_rekonalil
bloc de instruguni executat dacexpresie_ relational este adevarat
elseifexpresie_relationa2
bloc de instruguni executat dacprima expresie relonali este fal§ iar a
doua adevarat
elseifexpresie_relationaB
bloc de instruguni executat dacprimele doé expresii reldonale sunt false
iar expresie_relationa® este adevarat

bloc de instr. executat daexpresiile relationale anterioare nu sunt adegarat
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Exemplul I.2.4 Marimea de intrare « u » a unui proces are valoafiegp@imele 100
secunde, valoarea 1 in uttmarele 100 de secunde dugare revine din nou la zero :

tau=0 ;
while tau<250
if tau <= 100
u=0;
elseif tau<=200
u=1;
else
u=0;
end;
disp([tau u]) ;
tau=tau+1 ;
end;

1.2.5 Funéii ale utilizatorului

La fungiile standard ale MATLAB pot fi atligate fundi noi utilizand
instrugiuneafunction :
Structura:
function[variabile de iesire]=denumire_futie(variabile de intrare)
... instruguni ce formeai corpul fungiei...

Exemplul I.2.5 sa se realizeze o fuie care & calculeze valoarea medieabaterea
standard pentru un set de valori ale unei variabil@ac v,, este valoarea medjeagy
abaterea standard, expresiile de calcul sunt :

Fungia va avea dau variabile de igire si o singu# intrare, vectorul valorilor
variabilei x :

function [vm, abstd]=abatstd(x)
n=length(x);
vm=sum(x)/n;
abstd=sgrt(sum((x-vm).~2)/(n-1));

length(x)determira "n", nunmirul de elemente ce compun vectorul x;
sum(x)calculeaz suma elementelor ce compun vectorul X ;
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(sum((x-vm).~2kcade din fiecare element al vectorului x valoaredlie v, , ridica
rezultatul la @trat apoi avand loc insumarea.

Functia trebuie salvata intr-un fi sier ce are ca nume numele furntei( Tn
acest caz : abatstd.m)Exemplu de apelare (variabilele dgilie pot & aibd si nume
diferite faa de isirile definite in fisierul fundiei):

x=[5.1 6 5.7 6.2 5.5 5.8 6.05 5.3 5.8 5.4 6.05 5.7 55.96.15

5.38];
[vm, abstd]=abatstd(x)

|.2.6 Grafica in MATLAB

In cazul bidimensional, se utilizesainstrugiunea ‘plot". Structura:

plot(yl,x1,'tip_liniel',y2,x2,'tip_linie2', ...);

- "tip_linie" reprezind tipul liniei sau al punctului precugi culoarea.

Tipul liniei poate fi: « - », « _», « - >Drept puncte se pot folosi: « * », «
+»,«X» «0»,etc.

Pentru culori, codurile sunt: r - rosu; g - verg - galben; b - albastru; w - alb,

etc.
Pe figui se pot aguga:
- titlul figurii : title(* text ce reprezigttitiul’);
- eticheta(denumirile) axeloxlabel' .... "), ylabel’ ...");
- grila (caroiajul)grid;
- un text amplasat in punctul de coordonate tex{(x,y,"....").
Coordonatele se dau in uiike axelor;
- limitele valorilor pe fiecare adx axiq[valminx valmaxx valminy
valmaxy]).
Exemplul I.2.6 sa se realizeze graficul futitor sinussi cosinus in intervalul
0-360.
x=0:pi/50:2*pi;
yl=sin(x);
y2=cos(X);

xgrd=x.*(180/pi) ;

plot(xgrd, y1, 'r+', xgrd, y2, 'go"), grid,...

title('Graficul functiilor sinus si cosinus’),...

xlabel('valoare unghiului[grade]’),ylabel('valoarea functiei’);
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Graficul functiilor sinus si cosinus
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Figura 1.2.1 Eemplu de utilizare a insttiuaii « plot » : graficul fungilor sinussi cosinus.

NOTA: in cazul de mai sus, fiindcsin si cos sunt fungi din biblioteca
MATLAB, se poate folos§i forma: plot(xgrd, sin(x), 'r+', xgrd, cos(x), 'go")

In cazul tridimensional, se folage instrugiuneaplot3.

Exemplul 1.2.7 si se construiagc graficul fungiei z=x*exp(-x"2-y"2), unde
x,yO[-2,2];

Vectorii ce cotin valorile luate Tn considerare pentrugixy vor fi definiti cu
instrugiunealinspace.Instrugiunea« [X,Y]=meshgrid(x,y) »transforna vectorii x,y
n matricile X,Y, necesare pentru definirea puraté€k,y;) pentru care se va face
evaluarea lui z In vederea reprezentgrafice (linile matricii X sunt copii ale
vectorului x iar coloanele matricii Y sunt copieatectorului y) :

x=linspace(-2,2,20);
y=linspace(-2,2,20);
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=X.*exp(-X."2-Y "2);
plot3(X,Y,Z,'go"),grid;
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Figura 1.2.2. Exemplu de utilizare a instiiuaii plot3 : graficul fungiei z=x*e*">¥"2,

Suprafga spatial de fispuns se poate constgilicu instrugiuneasurfl(X,Y,Z)
iar contururile de valoare constamu instruciuneacontour3X,Y,Z,nr_de_contururi).
In cazul in care se dispune de valorile unei vélgdh fundgie de valorile altora dau
, dad acestea din urinsunt plasate echidistant, se poate completa s#é¢utlate cu
instrugiuneainterp2

Exemplul 1.2.8 pornind de la vectorii x, yi matricea td (a se vedea tabelul
I11.1.1), se completeazprin interpolare setul de date realizdnd pe axelg y un
increment de 0.2 in loc de Izi" reprezind rezultatul interpdirii. Instrudiunile
shading intergsi colormap(gray)vor duce la realizarea suprgdiespaiale sub forma
de "lumini-umbre" utilizadnd setul de culori "gtaffigura 1.2.3).

Tabelul 1.1.1Tabloul de date referitor la variabilele x,y si:td

y X 1 2 3 4 5
1 82 81 80 82 84
2 79 63 61 65 81
3 84 84 82 85 86
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[L2345]
y=[123];
td=[ 82 81 80 82 84
79 63 61 6581
84 84 82 85 86];
xi=1:.2:5;yi=1:.2:3;
zi=interp2(x,y’.td,...
xi,yi’,'cubic");
surfl(xi,yi,zi);
shading interp;
colormap(hot);

Figura 1.2.3 Reprezentarea grafica a variabilel » tn functie de
«X»Si«y» (tabelul 1.1.1).

Explicaii referitoare la alte instruiwni si functii ale MATLAB, inclusiv cele

continute Tn « toolbox »-uri, vor fi date peisurd ce acestea vor fi utilizate in textul
cartii.

[.3 SOLUTIONAREA SISTEMELOR DE ECUATII ALGEBRICE HLINIARE

Una din cele mai cunoscute metode de tswhare a ecualor neliniare este
metoda Newton-Raphson, melochazal pe proprieitile tangentei la cugb
Algoritmul Newton[13], prezentat in continuare,lmzea pe generalizarea metodei
Newton — Raphson pentru sistemele de gico@liniare.

1.3.1 Algoritmul Newton

a. Cazul unui sistem neliniar de douariabile .

Fie sistemul :
{fl(xl’xz)zo (13.1)
f,(x;,x,)=0

sifie X, si X aproximaa initiald a variabilelorx, si X.,.
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Noile aproximai :
1_,0 0
X =X, +AX;
1 _0 0
X; =X, +AX,

trebuie astfel alese Tncét eleapropie de zero valorile futiitor f,sif,:

{fl(xilxz) :0

fz(Xi,Xé)= 0

adia :
LG 56 +0G) =0 (13.2)
fo(x3 + X7 x5 +%3) =0
Dezvoltand sistemul 1.3.2 in serie Tayke ohine:
&\ &\
OO, X))+ =2 | XX+ =2 A2 +...=0
(45 %;) [axj X; (d(j 2
(1.3.3)

0 0
fz(xf,xs){% a0 (fﬂ 0420

2

Prin neglijarea termenilor ce c;'nmAxfsiAxg la puteri mai mari decat 1 ,se
obtine un sistem de dauecuaii liniare cu dod necunoscuteAx siAx] .Prin

rezolvarea sistemului ,se tibnoile aproxinari ale variabilelor:x;six;. Procedeele se
repell para cand se atinge convergan.Unul din criteriile de converggnutilizate

este :

(s )+ (axs ) <& (1.3.4)

unde k este nuimul itergiei iar ¢ este o valoare pozifivalead in fungie de

precizia dorit de calcul.

b. Cazul unui sistem den” ecuaii.

Fie: fi(X1. X5 X500 %, ) =0 i=1,2,3,...,n



26 |. Introducere

sistemul de n ectiianeliniare.
In forma matriciai:

@(X)=0 (1.3.5)
undep =[f,,f,,...f, ] XXX, %,

Fie X' valoarea lui X laa « k+1 » itgfe:
Xz XK+ AX
Daca X™ este valoarea caufagtunci ¢(Xk+1) =0 sau altfel :
p(x* +0x*)=0 (1.3.6)
Prin dezvoltare in serie Taylor, seioé:

p(X X ) = g(x ) + DX ¥ )X * ... (1.3.7)
unde [0 este operatorul derivatelor gale de ordinul intdi in raport cu
componentele lui X . Prin neglijarea termenilor amtin (AXk)2 si superiori,se
obtine, tindnd cont de (1.3.6):

#(X*)+3,.8%X* =0 (.3.8)

unde J, =g Xk) este numit matrice Jacobiana:

[of,(X) of,(X) T
P X
B R
af (X) of (X)
B %

Deci: AX* =-J..¢(X")
Prin rezolvarea lui (1.3.8) ,se e aproximéa ,, mai burd” :

X1= Xk + AXK sau
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+1_ vk - k
X1= X" -3.7(x*) (.3.9)
Dezavantajele principale ale metodei:
- soltia poate & nu conveargydaa aproximaia initiala nu este bun
-metoda face necesaalculul derivatelor fiexrei fundii in raport cu fiecare din
variabile.

Exemplul 1.3.1: s se rezolve sistemul de etiiaeliniare :

x® +x0/° =9.375

) (1.3.10)
xy+y° =7
In acest caz, matricea Jacobiana este :
2 + 2
3= 3By 2y (1.3.11)
y x+20y
iar ca vector de start vom utiliza X=[1"1]
Vectorul fungiilor si matricea Jacobiana se definesc fiecare in cafisiende

tip fundie .
a) Vectorul fundiilor « f; » ale sistemului de ectiia

function F=fsysex(X)
x=X(1);y=X(2);
F=zeros(2,1);
F(1)=x"3+x*y"2-9.375;
F(2)=x*y+y"2-T,

b). Matricea Jacobiana :

function JF=jfsysex(X)
x=X(1);y=X(2);
JF=zeros(2,2);
JF(1,:)=[3*x"2+y"2 2*x*y];
JF(2,))=[y x+2*y];

Ecuaia specifi@ algoritmului Newton (1.3.9) este implemeritaprintr-un
ciclu « while », igirea din ciclu fiind condionat de atingerea tolerggi admise :
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function [vx,it]=nrsysex(X,F,JF,n,tol)
it=0;vx=X;
fr=feval(F,vx);
while norm(fr)>tol
jr=feval(JF,vx);
vX1=vx-jri\fr,vx=vx1;
fr=feval(F,vx);
it=it+1;
end;

Rutina de mai sus utilizeazlou noi instrugiuni MATLAB :

- feval(F,vx) - evalueaz vectorul F (sau matricea JF) utilizand valorila di
vectorul « vx » ;

- norm(fr) — returneazcea mai mare valoare absoluta din vectorul « fr ».

Apelarea rutinei Newton se face precizand vectdeustarsi fisierele unde

sunt definite vectorul « F st matricea Jacobiana « JF » :

[solsis iteratii]=nrsysex([1
1]','fsysex','jffsysex’,2,0.0001);

x=solsis(1);

y=solsis(2);

disp('solutia sistemului de ecuatii neliniare’);

disp(’x, y =);disp([x y]);

disp('numar iteratii:");disp(iteratii);

iata si rezultatul aperii :
» sisnlex
soluia sistemului de ectianeliniare
X,y =
1.5000 2.0000

numar itergii:
11

NOTA : ali algoritmi, cum ar fi de exemplu algoritmul Broydg algoritmul
Levenberg-Marquart evitdefinirea Jacobianului prin tehnici de evaluareaeestuia,
tehnici  specifice fiegui algoritm. Un exemplu de utilizare a algoritmulu
Levenberg-Marquart este prezentat in cazul registgionar al unei coloane de
distilare (solverul « fsolve » al toolbox-ului deoptimiziri »).
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.4 SOLUTIONAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE

1.4.1 Ecudtii diferentiale ordinare

Rezolvarea numetica unei ecud diferentiale de forma general

d d"
fl X, y—y 3/ =0 (1.4.1)
dx dx
presupune a determina y(x) care, impeecun cele n derivate ale sale, satisfac ctadi

(1.4.2).

Pentru aflarea sofigi unice, este necesat se cunoascvalorile lui ysi ale
primelor sale n - 1 derivate intr-un anumit puncdn@ acestea sunt cunoscute in
punctul intial, X, suntem in cazul unei probleme cu ceindnitiale (problema
Cauchy). In alt situgie, vorbim de o probleincu condiii la limita. Soluia numeri@
consti in a calcula (aproxima), pe baza unui algoritm #igediecarei metode
numerice, valorile lui y pentru diverse valori abriabilei independente x.

1.4.1.1 Metode explicite
a.Metoda Euler

Una din cele mai simple metode de integrare numeste metoda Euler[10].
Fie ecuda difereniald de ordinul ki condiia la limita:

dy
2 = f(x,
dx (X y) (1.4.2)
Y(X,) = Yo
Dezvoltarea n serie Taylor:
AX? AXP
y(x+Ax) = y(x) + AxY/'(x) + > (¥ - 0" (x) +... (1.4.3)

poate fi scrig pentru x = x :
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2 I 3 n
B iy +%Dfi .. (1 .4.4)

Vi =Y +OXOF; +

Neglijand termenii Ti\x? si superiori se ajunge la formula lui Euler :

Yia =Y TOXI, (1.4.5)

Exemplul 1.4.1 : ecu#a difereniala care descrie dinamica evodi nivelului
(h(t)) Tntr-un rezervor cu scurgere liBén cazul modifiérii debitului de intrare (in
forma q(t)) este (F constanta de timg K — coeficientul de transfer) :

Th'(t) + h(t)=K*q(t) (1.4.6)

Ne propunem & determidm evoldia nivelului pentru o modificare sub forma de
semnal treagta debitului: q(t)=0.2 (valorile constantelor - 20; K=2 ). La t=0,
h(0)=0.5 iar limita superioarin timp pad la care se urareste evoldia lui h este de
100 secunde.

q qt) '

i
0]

Figura 1.4.2 Rezervor hidraulic cu scurgere libeevoluia nivelului ca urmare a modifidi debitului
sub forma de semnal treapPrincipiul metodei Euler.

In acest caz, expresia fuietf din ecugia .4.2 este :

f(h, t)= (K*q()-h@®)/T; (1.4.7)
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Dacé se face pe axa t un pas de valoare dt, deltj tonform metodei Euler
se poate calcula (aproxima) valoarea lui h cuieela

h(dt) = h(0) + (Mj [t (1.4.8)
dt Jio
hy = ho + f (ho, dt) Zdt (1.4.9)

Daca pasul dt este suficient de mic, valoareautati; hy, va fi foarte aproape
de valoarea adéxata h.
Diferenta e=h;-h; este eroarea de integrare; In cazul metodei Eelerarea de
integrare este proptionala cu dt Se poate deci remarca impottaalegerii corecte a
pasului de integrare : cu cat acesta este mai mi@t&t precizia de calcul este mai
buna dasi timpul de calcul devine mai mare.

Generalizand, la pasul n + 1 seiob:

hne1 = hy + £ (D, 1) Zdt (1.4.10)
unde: t,=n /dt

Programul de mai jos;onstruit pe baza unui ciclu « while »tine valorile
succesive ale timpulyi nivelului Tn vectorii hvecsi tvect. Algoritmul de soltionare
numerié este prezentat in figura 1.4.2.

%val. initiale, pas, contor, timp final
h0=0.5 ;h=0;t=0;dt=2;k=1:tf=100 ;
% Coef.transf., const. de timp, val. salt
K=2;Tt=20 ;dq=0.2 ;
while t<=tf
% derivata
hder=(dg*K-h)/Tt ;
htot=h0+h;hvect(k)=htot;
tvect(k)=t;
% Euler :
h=h+hder*dt;
t=t+dt;
k=k+1;
end;
plot(tvect,hvect,™");



32 |. Introducere

t=0,dt=2; h0=0.5h=0;, Tt=20K=2;tf=100,dg=0.2

hder={dg*F-/ Ty
i Retiners
htot=h0+h . valoti

v -

h=hthder*dt

v

t=t+dt

DA N

aTop 4 tetf

Figura 1.4.3 Ordinograma de sghnare prin metoda Euler a ecieal.4.3

In figura 1.4.4 sunt prezentate, comparativ, regale olinute prin utilizarea a
doi pagi de integrare difefi( 2 si 10). Se pot constata erorile generate de un pas d
integrare mare .
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Dinamica nivel:integrare prin metoda Euler:
0.9 OIEEE L s e
>) *2**%*
Aex ¥

0.85

.
sk
**

0.8 *,,3’*
.*.
*

0.75 -

* - pas dt=2
0.7 *.

o - pas dt=10

nivel, [m]

0.65

0.6

0.55

0 20 40 60 80 100
timp, [s]
Figura 1.4.4. Efectul pasului de integrare asupegigiei metodei Euler
Eroarea globala in cazul metodei Euler.

Pentru o coreét alegere a pasului de integrare, examimm problema
stabilitatii solutiei pentru ecuga difereniala :

Y_an (1.4.11)
dx

cu condiia : pentrux=0, y(0)=yo

Pentru o valoaré&x a pasului, valoarea lui y estirdgdrin algoritmul Euler este :

ye, =y + AxAnS (1.4.12)
si deci :

Yo, = M+ MX@R)OF = L+ M@ S, =...= L+ Mx @) [y, (1.4.13)
Soluia analitic :

V(%) = Y, @7 =y, 0™ (1.4.14)
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Cu alte cuvinte, se aproxime&ag™ prin (1+aAx). Eroarea de integrare se va

compune deci din dayati [10,15]:

- una cauzatde aproximarea expongalei prin primul termen al expansiei in serie
Taylor ;

- o0 adoua parte cauzade propagarea erorii de la un pas la altul .
Din acest motiv, pentru o sole stabi, este necesar ca :

|L+Ax(a) 1 (1.4.15)

PasulAx trebuie & fie deci mai mic deca®/a. Acurateea soltiei necestt Tnsi
pasi de cateva ori mai mici decat aceagiloare.
In cazul sistemelor de egiiadiferentiale de ordinul I, metoda Eulesii
pastreaz simplitatea. Fie de exemplu sistemul:

dy, (x
% = f,(¥, Y20 %)
dy (x) (1.4.16)
# = fz(y1ay2’X)
relaiile de recurenté pentru calculul valorilor suceegpentru ysi y, sunt:
y:Ln+1 = yln +AX[ 1:1(yln’y2r1’xn) (|417)

y2,n+l = y2n + AX sz(ym ’ y2n ’ Xn)

NOTA : in cazul in care condie la limita nu sunt precizate doar pentru
X=Xo, (de exemplu pentru,se precizeaz valoarea la x=x — limita superioad a
intervalului de integrare — integrarea trebui@& $nceap: tot de la x=x dar cu o
valoare presupuspentru ¥; in cazul in care la x=xdiferena dintre valoarea lui y
rezultat: din calcul si cea reali depaeste eroarea admig se corecteaza valoarea
inifial presupus pentru yla x=x) .

In cazul sistemelor descrise de atudiferertiale liniare de ordin superior,

acestea pot fi reduse, prin subsgtitadecvate, la un sistem de etiudifereniiale de
ordinul 1.

Exemplul 1.4.2: Fie ecuia difereniala de ordinul I:

() +ay [y'(t) + a0 Ly(t) =i (1) (1.4.18)

cu condjiile la limita :
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pentru t=0, y(0)=0; y’'(0)=0 (1.4.19)
Se definesc doua noi variabile:
i) =y
)=y @®

Ecuatia (1.4.18) devine:
a [Yo(t) + a1 [Y(t) + a0 D) = i(t)

Si deci sistemul de mai jos este echivalent cutecuéd.18:

Y, (t)=y.(t)

, 1. 1.4.20
V2 0)= 1) -2 7,0) 2 3,0) 420
2
Condiiile la limita pentru sistemul 1.4.20:
pentru t=0, (0)=0 ; &(0)=0 (1.4.21)

b. Metoda Runge-Kutta

Dintre algoritmii de integrare de tip Runge — kuttel mai cunoscut este
algoritmul Runge-Kutta de ordinul 1V numit simplugalitmul Runge-Kutta[10]. In
acest caz, la fiecare pas de integrare se fac pataluiri ale derivatei, in final
utilizadndu-se pentru calculul valorii futkei in noul punct o medie ponderatd a
valorilor oltinute pentru derivatd. Avantajul metodei este dgtréeizia ei, eroarea de
integrare fiind propaionald cu puterea a 4-a a intervalului de integrare

Pentru o ecug difereniald de ordinul I:

dy(t)
A WA, X, 1.4.22
o (x.y) ( )
cu condiia initiala: y (%) = Yo

Derivata se evalueaatat la capetele intervalulfix (in punctele xsi X;.;) catsi — de
dowa ori - la mijlocul intervalului ( Tn punctul ;%xAx/2). Relaia de recurefi este
urmatoarea [10]:

Yier = Vi + (Ko + 2k + 2kg + Ky) /6 (1.4.23)

unde:
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ky = Ax [ (X, V)

ko = AX [F (X + AX/2, ¥ + ki/2)
ks = AX [T (X + AX/2, ¥ + kof2)
K =AX OO (X + AX, i + ka)

Programul de mai jos saloneaza prin metoda Runge-Kutta egaa
diferentiala 1.4.6 In aceledcondiii cu cele prezentate Tn cadrul metodei Euler :

h0=0.5 ;h=0;t=0;dt=10;k=1;tf=100 ;

K=2;Tt=20 ;dq=0.2 ;

while t<=tf
htot=h0+h;hvect(k)=htot;
tvect(k)=t;
k1=dt*(dg*K-h)/Tt;
k2=dt*(dg*K-(h+k1/2))/Tt;
k3=dt*(dg*K-(h+k2/2))/Tt;
k4=dt*(dg*K-(h+k3))/Tt;
h=h+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;
t=t+dt;
k=k+1;

end;

Referindu-ne din nou la ecis1.4.11, valoarea calcufata lui y la pasul i+1
este[10, 14]:

a’ x> N a® e N a* x*

C = (@+alx+
Vi = 2 6 24

)y° (1.4.25)

Expresia din parantézcorespunde primilor patru termeni din dezvoltarea in
serie Taylor a furtiei €", eroarea de aproximare fiind deci mai #nékecat in cazul
algoritmului Euler.

Metoda Runge-Kutta poate fi generalizaidentru un sistem de ecuaii

dy,
d_; = 1(x, Yo Yoo ,yn)
diferentiale: 4. (1.4.26)
dy,
= f 00y Yo yy)
Y1(0) = Y10
cu condiiile initiale: <.l (1.4.27)
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sau, altfel:
dy.
d—XJ =f,(X,Yq0eenn Vo) (14.28)
cu condiiile la limita : y; (O) =Yio i=1....... n

Folosind exprimarea vectordal(Y, K si F), algoritmul Runge-Kutta are
forma:

Yier = Y+ (K + 2K, + 2K;5 + K,)/6 (1.4.29)

Solverele MATLABpentru ecud diferentiale ordinare (sau pentru sisteme de
ecuaii) folosesc divegi algoritmi de soldonare (Runge-Kutta de diverse ordine,
Runge-Kutta Fehlberg, etc. ) putdndu-se gpfaentru pas variabil — sittia in care
valoarea pasului este ajugté fungie de valoarea gradientului : la un gradient mic,
pasul este #rit iar la un gradient mare este gocat. Solverele folosesc drept
argumente obligatorii vectorul derivatelor — vecter trebuie definit Tntr-un fisier de
tip «function », valoarea itiala si valoarea final ale variabilei x, si vectorul
valorilor initiale ale necunoscutelor y.

Exemplul 1.4.3 :Ecuga compordrii dinamice a unui schindtor de @ldura
(«y »— temperatura produsului Isiee iar «i » - debitul de apde racire) este :

10 [y"(t) + 7 /(1) + y(t) =KZ(Y) (1.4.30)

Sa se determine evafia temperaturii in cazul modifidi debitului sub forma
de semnal treapunitas (i(t) = 1, K=10).
Utilizand substittiile :

yi®)=y(@®
Y@=y @

ecudia 1.4.23 este echivalenta cu sistemul:

{y'l (t)=y.(t)

v, (t)=[20-y,(t)- 70, (t))] /20 (1.4.31)

Condiiile initiale: lat = 0, y(0) = 30si y'(0) = O integrarea avand loc patat=50.
Definirea derivatelor se face intr-ugiér de tip funge :
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function dery=vectdery(t,vecty)
dery=zeros(2,1);

yl=vecty(1) ;

y2=vecty(2) ;

dery(1)=y2 ;
dery(2)=(10-y1-7*y2)/10 ;

Programul principal incepe prin precizarea valorper axa timpului pentru care se
dorste g se olina valorile vectorului Y (vecty) ; se precizesazalorile initiale ale
lui Y (y10 si y20)si valoarea st@onai initiala (ys) iar apelarea solverului ode45
(Runge—Kutta Fehlberg) este extrem de simph vederea reprezeinii grafice, la
valorile y; se adaugjvaloarea de regim stationar :

TSPAN=0:1:50;

ys=30; y10=0 ;y20=0;
[t,vecty]=ode4d5('vectdery', TSPAN,[y10 y20]);
yl=vecty(:,1)+ys;

y2=vecty(:,2);

plot(t,y1);
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Figura 1.4.5 Evoltia temperaturii (ecua difereniala 1.4.30) pentru semnal treapinitai
(negativ) pe debit de apa de racire .Hohare a ecugi diferertiale prin utilizarea solverului « ode45 ».
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1.4.1.2 Metode implicite
1.4.1.2.1 Metode predictor — corector

La metodele prezentate péacum soltia se obtine pe baza inforgibr ntr-
un singur punct. Referindu-ne la etiad.4.2, Tn cazul metodelor implicite (numige
indirecte) se folosessi informatii despre ysi despre derivata sai din afara
intervalului de integrare considerat, (%.1). Marea majoritate a metodelor din acgast
categorie sunt de tipybredictor-corectorf{10]: valoarea lui y; este prezis (cu o
metod: direct) dup care urmeaizfaza de corectie a rezultatului obtinut.
Pentruprezicerese folosgte :

yi(fz =y, + 2T (X, Y,) (1.4.32)

Acest lucru ar Tnsemna enetoda nu poate fi foloditpentru calculul lui y,
fiind necesar un punct anterior luj. Pentru pornire se poate utiliza una din metodele
explicite prezentate anterior.

Coregia: noua valoare a luiy se calculeaza cu:
AX
y|(1)1 =Y +7 [ﬁf (X1 1Y )+ f (Xi+11 yl(‘?}.)] (1.4.33)

Cu noua valoare.y se poate calcula o noué valoare a fincln general a k-
a aproximare a luiy este data de:

v =y S () 1 oy (1-4.34)

k+1)

Interaiile se opresc can(h/i(+1 -yWl<e (1.4.35)

unde& este eroarea de integrare admisibila.

Metodele implicite fiind iterative, volumul de caleupentru fiecare pas de
integrare este mai mare decét in cadrul metodelplicée. Ele sunt Tns mult mai
precise decéat formulele deschise de gcelain. De asemenea, ele sgninai stabile.
Convergermn este cu atat mai ragidu cat estimarea itiala y.,” este mai aproape de
valoarea exaéty;.;.

i+l
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1.4.1.2.2 Scheme cu diferen

Fie y(x) o fundie definii in intervalul [a,b]. Divizm intervalul in n
subintervale de valoare :

Ax:ﬁ
n

Fie Yi:YoreeYias Yis Yisrs-- Y,  valorile fungiei Tn centrele celor n
subintervale.
Se pot defini trei tipuri de difergm: regresive, progresigecentrale.

Difererye regresive (la stanga).

Prima diferegs regresiv in punctul i :

Oy, =y - ¥, (1.4.36)
a doua diferefi regresiv :
OCy,)=0%y, =(y = Ya) (Yo~ ¥2)= y—-20y,+ Y, (1.4.37)

i Vitl
v ¥il —

/

a %l | Ax| e b X
Ll [
il Ll

Figura 1.4.6 Divizarea intervalului de defiiei a fungiei y(x) ih « n » subintervale.
Difererye progresive (la dreapta)

Prima diferega progresiv Tn punctul i :
Ayi = yi+l - y| (|438)

a doua difered progresiv :
A(Ayi):Azyi =(Yi2 = Ya) = (Vi = ¥)= Mo =20+ Y (1.4.39)



41

Difererye centrale.
Prima diferegs centrak in punctul i :

5/i = Yiro5~ ¥-o05 (1.4.40)

a doua diferefi centrai :
%Y, =A(H)=(Yr = Y) = (Y = ¥4)= ¥y —20y+ y, (1.4.41)

1.4.1.2.3 Metoda matricial

Ecuaiile diferentiale de ordinul | (sau sistemele de astfel de &guaun
adesea probleme dificile din punct de vedere altieotirii numerice. Una din
metodele posibile de salanare congt in transformarea acestor egiuén ecuaii cu
diferente, problema transforméandu-se astfel intr-o problel® soltionare al unui
sistem de ecuikliniare sau neliniare, in futie de forma ecueei.

Fie ecuda difereniala de ordinul llsi condtiile la limita:

d®y dy
AX) B~ + B L + C(X) Oy= D(¥
dx dx
y(0) =Y, (1.4.42)
Y(D=w
Cele dod derivate pot fi scrise in forma:
ﬂ/ - Yise ~ Yiaa
dx - 2L« (1.4.43)
d y: Yier — 200 + ¥
dx? Ax?
Urmatoarea ecu#e cu diferere inlocuigte deci ecuga difereniala[14] :
A 20+ v+ Y-y )+ GOy = D (14.49)
sz i+1 i -1 2 [AX i+1 i-1

Prin gruparea termenilor setote :

AL, B _2AT, LA B,
{AX2+2|1X:|EM+1+{C| AXZ}EM-‘_[AXZ me}tyi—l_Di (|'4'45)

Adoptand urmatoarele notia

A B, 2[A A B,
a,=—5—-——— 6 =C - = +—
'OAX® 20X p h

oA A 2
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obtinem :a, ly,_, + B [y, +y, ly,,, =D, (1.4.46)

Scriind ecuéia de mai sus pentrui=1, 2, ..., n s@r@un sistem de n ediia
CU N necunoscute y,, ..., . Avand in vedere congile la limita, prima ecuge (i=1)
si ultima (i=n) au forma (ysi y. sunt valori cunoscute !) :

a, Ly, + By, +y, 1y, =D,

(1.4.47)
an [yn—l"-ﬁn Eyn +yn EyL = Dn
Sistemul devine deci (elementele neprecizate sunt 0)
,81 Vi Y1 D1 —-a; Eyo
a, B, V. Y, D,
a B v mYe |=| D (1.4.48)
an—l ﬁn—l yn—l yn—l Dn—l
L an ﬁn_ _yn_ _Dn_ynl:yL_

Soluionarea ecugei difereniale se transforth astfel Tn soltionarea unui
sistem de tip tridiagonal, sistem &uw soluionare nu ridi@ probleme.

1.4.2 Ecudtii cu derivate partiale.

In ingineria chimicd, se intalnesc frecvent etudiferentiale cu derivate

patiale de ordinul Il. O ecuge cu derivate paale de ordinul Il cu coefician
constafi :
2 2 2
A@+2EBG5—V+C Y-p (1.4.49)
X X0z oz

poate fi de tip eliptic, parabolic sau hiperboligé cum urmeaz :

- B-4AC=0 exemplu-legea a doua a difuziei :

X 9°C
—=D arabolié) ;
a ox? (P )
2 2
- B-4AC<0 exemplu— ngarea vaIuriIor:gtlJ = p@‘;% (eliptica) ;

- B-4AC>0 exemplu— ectia Laplace a transmiterikikdurii prin condugie:
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2 2
d—T+d—T =0 (hiperboli@).
x> oy’

Intrucat in paragrafele ce vor urma vom Tintélni precdere ecugi cu
derivate paiale de tip parabolic, vom prezenta in cele ce amaeo tehnig de
soluionare utilizai frecvent in soltionarea numeric a acestor ectia: metoda
diferenelor finite.

NOTA : Toolbox-ul MATLAB « Partial differential ections » are la béz
metoda elementului finit, utilizareasi@relor MATLAB de tip «funge » care
compun acest pachet de programe neceeitsultarea manualului de utilizare.

1.4.2.1 Scrierea derivatelor piale ca diferete finite patiale.

Fie funaia y = f(x,z) cu XJ[a, b]si z O[c, d]

Cele dod intervale sunt Tmytite Tn nsi respectiv k segmente egale, de
valoareAx si respectivAz.

Daa ne propunem evaluarea derivatelortigde Tntr-un nod i,j prin diferge
centrale, se poate scrie:

sz[égj = Vi ~ Vi +26, (I.450)
ij

ZmZ[ﬁgj :yi,j+1_yi,j—1+2£lz (I 451
ij

€1x i €1, fiind erorile pe direga X, respectiv z.
Derivatele parale de ordinul doi pot fi evaluate din rgike:

ped9Y) =y —ay 4y +e (1..452)
X2 = VYia, Vit Vi 2x .4,
i
02
Az? [ﬁdzzyj = VYia "2 tYia t e (1 453
ij

d%y
4LAX mZ[EdXdzJi,j = (yi+1,j+1 - yi—l,j+1)_ (yi+Lj—1 - yi—Lj—1)+ 2£2x,y (I -454)

€2x €2y, €2, SUNL erorile de aproximare.
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1.4.2.2 Metoda diferertelor finite.

Diverse posibiliiti de aproximare a ectidor diferentiale cu derivate péele
prin ecuai cu diferene dau posibilitatea construirii unei va#gtde scheme cu
diferente. In alegerea unei astfel de scheme pentrutisoarea unei ectia
diferertiale cu derivate p#ale, trebuie % se aild in vedere o serie de factori:

- volumul de calcul (dependent de forma sistemubtinat prin discretizargi
de numarul de puncte n care se face evaluarea);

- eroarea de calcul cat mai rignetoda sa fie consistenta si stabil
- diferenta dintre valorile soltiei exactesi a celei numericeaspoat fi facuti oricat

de mic prin alegerea pdor retelei.

Considerénd o ectia difereniala de ordinul 1l cu derivate paale de forma:

a St(,t) = A(X) £2;<(2X’t) + B(X) @ +C(X) CF (x,t) + D(X) (1.4.55)

urmitoarele metode sunt utilizate mai frecvent pentrolvarea acestor eciia
B metode explicite ;
B metode implicite ;
B metode de tip Crank-Nicholson ;

a).Metode explicite

Presupunem ca la momentul t cugteen valorile fundei f(x,t) pe tot
intervalul de variatie a variabilei x. Se pot dealcula derivatele de ordinulsi 1l Tn
raport cu variabila x. Dacse utilizeaZ pentru discretizare diferenprogresive pe axa
timp si diferernte centrale pe axa x setote [9,14]:

fo..—f. f.—20f +f_ . fo..—f_,
i,j+1 i,] - A D i+l |2,J i-1j + B, D i+l i-1,j +Ci Efij +Di (|456)
At AX 2[AX ’
De unde :
_ A (At B, [At
fijm =T +Wtﬁfi+m —20 fi—Lj)’LﬂEﬁfim - fi—1,1)+

+C, [AtOf, ; + D, [At

Deci :
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ij+l — 2

¢ _[A B, B mt}mfm {1_ 28 B, mt} i, -

AX? 20X AX
A B At (1.4.57)
{AAXZ m}”[’ A

Se poate calcula decj l& momentul j+1 cu ajutorul valorilor luif f; si fi.; la
momentul j. Inconvenientul principal al metodei egjpé este & ea necesitalegerea
unui pas de timp suficient de mic, altfel stdiecugiei devenind instahil :

(5

- Ci) Mt<1 (1.4.58)

b).Metode implicite.

Ecuaia implicita se oline scriind membrul drept al eai& initiale la momentul j+1
cand solda nu este cunoscuf9,14]:

fi,j+1A; fi,j :A Dfi+1,j+l_2[A1;i(Y2j+1+ fi—lj+1 +B| fi+lj;&xii_lj+l +Ci D:i,j+1+Di
(1.4.59)
sau .
_ A [At B [At
fi,j+l - fi,j +F[ﬁfi+1,j+1 _ZDfi,jﬂ + fi—1j+1)+ﬁ iLj+ fi—1,j+1)
+C,; [AtLF; ;,, + D, [At
(1.4.60)
Cu alte cuvinte :
A At B, [At 2[4 At
{ AX2 +m Dfi+l,j+l_ l+T_Ci [At Dfi,j+l+
A At B At (1.4.61)
-l{ AXZ - 2im :lDfi—l,Hl:_fij - D, [At
X X '

Se obhine deci fcunoscut la momentul j ca o combinatie a |yj i si iy
necunoscute la momentul j+1. E@aaanterioai se transfordd ntr-un sistem de
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ecuaii de tip tridiagonal care poate fi rezolvagou utilizAnd oricare dintre tehnicile

numerice de rezolvare a unui sistem de gcliigare. Se ohjnuieste 4 se aleag) casi

soluie de start la fiecare pas pe axa timpului galakiinuta la pasul anterior.
Avantajul esetial al acestei metode estiea este universal stabil

¢). Metode de tip Crank-Nicholson.

In acest caz, metoda coh&h a scrie al doilea membru al egiegaprincipale
la momentul j+1/2, exprimandu-l ca semi-suma termertitwespunitori metodelor
implicita si explicita[9,14] :

fi,j+1 - fi,j :%EEA Dfi+l,j _2Dfi2,j + fi—l,j n Bi Dfi+l,j - fi—l,j +Ci Dfi,j + Di:|+

At AX 2 [A\X

+1 A Dfi+lj+1 —20F +B Dfi+1,j+1 ~ i +CIF . +D
2 DX ' 20 R

(1.4.62)
Rezolvarea ectigi se realizeaz ca si in cazul metodei implicite prin
transformarea acesteia ntr-un sistem detédumare.
Avantajul principal al acestei metode es#epentru o valoare data lui AX,
eroarea de trunchiere comigsupra termenului it este mult mai micdecat in cazul
metodelor implicii sau explicid.

d). Exemplul 1.4.4..

Fie o bai metali@ cu sedunea unitaf, izolat lateral si la una din
extremititi. In momentul injial (1=0), temperatura este acgieia toat bara: 0C. Se
cere 4 se determine evolia temperaturii n lungul bargi in timp dad@ la cagtul
liber se aplié si se mefine constarito temperaturde 100C.

Ecuaia cu derivate paiale care exprirhmodificarea temperaturii in timgdin
lungul axei este:

T ) 2°T (1 .4.63)
At ple Ix? o
unde:A = conductivitatea termic

p = densitatea barei;

¢ = dildura specifig;
si cu condiiile la limita:
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T(x=0,7)=T al 0 (1.4.64)
x=0,1)= —_— = 4.

° oX|
x=1

Deoarece cele mai pronate varigi ale temperaturii au loc la cagul liber al
barei, precizia soliei numerice se poate imbitatii printr-o schimbare a dimensiunii

segiunilor, raportul lungimii a dodise¢iuni consecutive fiind constant[11]:

i+1 — R
AX.

g | A | AXn

Figura 1.4.7 Bat metali@ : schimbarea dimensiunilor semilor

Daa lungimea primei sewwni este dL, lungimea totala barei se poate
calcula cu relga:

n _ L
L=> dL[R™ si deci: Ax, = dL=———

i=1 Z:ll Ri—l

Metoda explicita bazai pe calculul temperaturilor in centrul figei seciuni.

Ta

—*

T

Tz
Ti1
T I T RGRCEEEEET T ..................
! Tin

—#

A Am ﬁxi.l hxg A

Figura 1.4.8 Bat metalid, metoda explicit: discretizare pe baza temperaturilor plasateiiral
segiunilor.
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Pentru o setne i, bilanul termic este (A= suprafa se@unii transversale):

poAmx El = jag T Th U
dr 050X _, + 0.50AX 050Ax + 05[AX,,

(1.4.65)
si deci:

dT _ 2m 2 Ti_l—lTi _hi-Ty (1.4.66)
dr  prerax) 1+E 1+R

T, - T,

Pentru prima seicine fluxul de intrare este; iar pentru ultima
0.50Ax,
segiune nu exigt flux de isire. Ecuaiile sunt:
ah__ 200 g g L°T (1.4.67)
dr  prerax,) 1+R
dT, _ 20 Toa— Ty

(1.4.68)

dr  predax ) 1+%

Ecudiile (2) - (4) se pot integra pe axa timpului wiihd una din metodele cunoscute
(Euler, Runge-Kutta, etc.).

1. Metodi explicita bazad pe calculul temperaturii In nodurilg T Ty ale reelei.

TIJ T 1 T2 Ti—l Ti Ti+1 TN

ﬁlxll Ay, dx A 449 hxy

........... + -ay - e = »

Figura 1.4.8 Bat metali@, metoda explicit: discretizare pe baza temperaturilor plasate&ld fiecrei
segiuni.

In cazul in care se utilizeapentru axa x diferga centrale iar pentru axa timp
diferene progresive, discretizarea egiaa(1) duce, succesiv, la rgite (k - secvera
pe axa timpului, i - secvempe axa x):
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k  _Tk
ﬂ — A Gi -ri+05 -I—i—0.5 (|469)
or ple Jx O.SEGAXi +Axi+1)
k k
ﬂ: A E-li Tivos _i Tilos (1.4.70)
ar  ple x| 05X 1+R)) Jx| 050X {1+ R)
k _Tk k _Tk
ﬂ — /] Ti+1 -rl _ -rl Ti—l (|471)
7 plt | 050X [1+R)x,, 050X {1+ R)AX
kK _Tk k _ Tk
ai__ 20 pTe-T T T, (1.4.72)
dr predax ) | RA+R) 1+R

Pentru prima seitine T, devine 5=10C°C, iar pentru ultima s¢icne, scriind
condiia la limita in forma:

T k Tk
N T v (1.4.73)
AXn + AXn+l
rezulti ci: T, =T, sideci:

dT, 20 EETNk_l—Tg T —Th',‘_l} (1.4.74)

dr ~ pedax ) [RAL+R)  1+R
3. Metoda implicit

n cazul metodei implicite, discretizarea pengaisnea i este:

Tk+1 _Tk 2 m Tk;:l _Tk+1 ™ ™
i [ i+ L T =T 1.4.75
e ) e

Tk+l _-I-k — A( |) E—E—Tkﬂ +-|-k+l (| 476)
i i R R i i-1 U
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2[A LA
unde: Ai) = d

plelfax) di+ R

sau, altfel:

e i das 1) [ - A -

Fie: yi:_% ’3':1+A[€l+_;)

Pentru i=1, 2, ..., N-1 avem:

al DI-O + ﬁl D.|-1k+1 + yl DT2k+l = -Ek

a Dl-lk;:l +ﬂ Drk+1+J/| D'I-k+1 = Tk

i+1

k+1 k+1 k+l — Tk
aNl +ﬁN1 N1+yN1DT -I?\ll

Pentru sefiunea N, deoareceyk=Ty.1 avem:

k+l _ T k+1
Tty = AR gl T e T
plelax, P ii+R) T R

T = - A e A, T A,

1 1
- A E€1+—FJ N Py +[1+ A [€1+ ?’J}Dr;*l =T
A 1 1
Notand: ay =—-A, J1+— By =1+ A J1+—

ultima ecuée are forma:

(1.4.77)

(1.4.78)

(1.4.79)

(1.4.80)
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k+1 k+l _ Tk
aN DI-N—l + ﬁN DlI-N - TN

Deci, la fiecare pas pe axa timpului, trebuie reabsistemul de ectia

By, 0 0 - 0 0  O07][T¥] [TX-a,mT,]
a, B Vv, 0 - 0 0 0 ||, T,
0 a, B vy, -~ O 0 0| |1 T
0 - a B v 0 0 []Ti‘;ﬂ = T;k (1.4.81)
0 0 0 0 - ayy Bua Vs T’\ifj' Tr\f_l
0 0 0 0 - 0 ay BT | T |
Diagonalizarea duce la un sistem de forma:
1 34 0 O 0 o] [T [4]
0 1 o, O 0 O : :
0 0 1 4 o ol : |=|: (1.4.82)
10 0 0 O 0 1] _Th'f*l_ 6, |
TX - a, [T
unde: (leﬁ g =2
B B
Vi Tik -4, Dﬁ’-l .
o0 =——"""— g =——7—" pentru i=2, 3, ..., N-1
I ﬁ_ai D§|—1 I lgl_ai D§|—1
T -a, B,
pentru i=N avem g, =————"=
:BN —ay D§n—l

Rezolvarea acestui sistem este imeédiat
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